Zadania z fizyki rok 2005/2006. Sucha Beskidzka, @&¢ I

Zad. 1. Cialo o masian przyczepiono do idealnej sgyny o wspéiczynniku speystasci k. Ciato to mae sk
swobodnie poruszasie po doskonale gtadkiej poziomej powierzchni. Jakema sé potazenie, pedkosé i
catkowita energia ciata jeli przesunito go od potaenia rownowagi.

Rozwiizanie
Napiszmy rownanie dynamiki dla masy
2 2 F=-kx
md—;(=—kx:>d—;(+£x=0 1) <+
dt dt® m

%

Rozwiazaniem powyszego rownania ediczkowego
jest funkcja postaci:
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I
I
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x = Acos(d + @) i L i
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X _ _asint +¢), O X = —aPAcost + ) ! |
= - , 5 = — | |
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Po podstawieniu powgzych zaleénosci do (1) ; ;
otrzymujemy: i i
[} [}
- w’Acosit + @) +£Acos@x +¢)=0.Skd: (I] | >Y
m
o = K > w= K
m m

gdzie: w - czstotliwos¢ kotowa, T = 2 = Zn\/f - okres ruchuy :?1 - czstotliwos¢ oscylatora,g - faza
w
pocztkowa ruchu.

Energia kinetyczna wynosi:

E, = ”2’2 = %mszzsinz(aI +¢) = %kAzsinz(aI +9).

Energia potencjalna réwna jest pracyajakykona sitaF=kx przesuwajc mag m z punktu0 dox:

E. :J‘Fds:jksds:k;(2 =%kA20052(&1+¢)
0 0

Catkowita energia masy wynosi:

E=E +E, :%kAzsinz(a,t +¢)+%kA2co§(a1+¢) :%kAZ

Zad. 2. Wyprowad: wzor na okres drgawahadta prostego (matematycznego) o dioploi masiem.
Rozwiizanie

Sita dziatajca na mas m przywracajca p do potlaenia rownowagi
wyraza sk wzorem:

F = -mgsing

Rozktad w szereg McLarena

w00 fO0_ . 20 .
f(x)—;Tx = f(0)+ T X+ o X +...

dla funkgjisin(x) otrzymujemy

sin(x) = sin(0) + cosQ) X— sin©) x* - cosQ) X3+ sin) X+
1!

2 3 4
Dla pierwszych szeiu wyrazéw
otrzymujemy
sin(x) = Xx—-=x>+-—Xx
6 12

Dla matych lgtéw przyjmuje st sind = 8. Przemieszczenie wzdtduku

WYynosi:
x =16. Podsumowujc powyzsze rozwaania uzyskujemy:



X X x d’x g
F=-mg-=>m—=—-mg-=—+-x=0
9 dt? =

Korzystaﬁc z wynikow uzyskanych w Zad. 1 otrzymujemy:

rTg =T= 2—” = Zﬂ\/i 27t |— . Ostatecznie:
I
T=2m|—
g

Dla wahadta fizycznego réwnanie dynamilli{ odlegtd¢ srodka masy
od osi obrotu):

2 2
sing=0=197 = _mgao = 99 Mgde 0.Std: T =27 |
dt? at? Mgd

Zad. 3. Sformutowa@ prawo powszechnegoagenia. Znale¢ zaleznos¢ na nagzenie pola grawitacyjnegg,
energe potencjala Er oraz wartéci pierwszej drugiej mdkosci kosmicznej dla planety o madiéi promieniu
R. Oszacowaé ile wynosi przyspieszenie grawitacyjne przy powddmi Ziemi. lle wynosi pierwsza i druga
predkos¢ kosmiczna dla Ziemi?
Rozwiizanie

mM

r3

Sita grawitacji: Fy, = -G r

Natezenie pola grawitacyjnego:yzi:—Gmsr. Jeeli r=R to: y:G%. Dla Ziemi natzenie pola
m r

grawitacyjnego przy powierzchni réwne jest przyspaniu ziemskiemu~§.81 m/3.
Energia potencjalna rOéwna jest pracy gjakalezy wykona przy przeniesieniu ciala o masia w polu
grawitacyjnym z odlegkzi r do nieskﬁczona’;ci Korzystajc ze wzoru na prgotrzymujemy:

mM —dx GmM
r

E_

PotencjatVvV = E = GM .

m r
Pierwsza prdkos¢ kosmiczna okrdana jest jako ta, ktgrnalezy nad& cialu o masie m, aby &ryto po orbicie
Ziemii. Oznacza toze sita odrodkowa musi réwnowsgy¢ site grawitacji.

m oMM, - GF';"Z ~ 7.9km/'s. G=6.67 10", M,=6 16 kg, R,=6.37 16 m.

I:QZ Z Z
Druga pedkos¢ kosmiczna okrda predkos¢ ucieczki ciata z Ziemi. Czyli ciatu o masie nalezy nadd taka
predkos¢ pocatkowa, aby energia kinetyczna byta réwna energii pot@nej potrzebnej do przeniesienia ciata
do nieskaczondci.

mv; =-G mM, =V, = 2GM, =11.2km/s.

2 R, R,

Zad. 4. Przez Ziemj przekopano tunel wzdijej srednicy. Opiséruch ciata upuszczonego do tunelu. Pagin
wszystkie sity tarcia i zaky¢, ze Ziemia ma jednorodrggstosc.

Rozwiizanie

Przychganie grawitacyjne Ziemi dziataje na punkt materialny znajday sk w odlegtaci r od srodka Ziemi
jest w catdci wywotane przezetczes¢ materii Ziemi, ktéra zawarta jest w powtokach wetwnnych w stosunku
do potazenia punktu. Zewgtrzne powtoki nie dziatajzadm sita.

Masa kuli o promieniu r wynosi:

M=¢V = —n %¢. Dla celéw oddzialywania grawitacyjnego ma

zalazy¢, ze masa ta jest skupionasvodku Ziemi. S4d sita:
F__GMm

, gdzie minus oznacza kierunek dziatania sity. r

F =——mGmr = —kr, k=gn<Gm.



Na podstawie ostatniego stwierdzanig jest to ruch harmoniczny
prosty. Okres tego ruchu wynosi (patrz Zad. 1.):

T:ZH\/T:Zn 2 m 37 50505 =842min.
gﬂCGm G

Zad. 5. Drgania masy na sgtynie z ttumikiem wyraone jest réwnaniem #gfiiczkowym drugiego ru:

d2x(t) dx(t) _ uyd
e O-OZTt +25x(t) = u(t) | mo
Wymuszeniau(t) jest postaci: T T

t+E Cr<t<0 \;//\\;// t>
u={ 2 Nl /

—t+§, Ostsm -T2

Znalezé rozwiazanie ustalong(t) powyzszego rownania.
Rozwiizanie

Szereg Fouriera - teoria

Jezeli f(x) jest funkch okresovq o okresie 277 to mana j przedstawi w postaci szereg
trygonometrycznego

f(x)=a,+ Z:(an cosnx+ b, sin nx), gdzie: (1)
n=1
a, = 1 T f(X)dx, a, = 1 T f(X)cosnxdx b, = 1 ]T f(X)sinnxdx n=1212,.... 2)
2m Y "ome "ome

Jezeli funkcjaf(t) ma okresT to wprowadzajc nowg zmienry X = 2_I_—nt otrzymujemy funkgj:

> 2m . 2/m
fit)=a, + a cos—t+b sin—-t 3
t) =4, ;( n T h SN~ j (3
T/2 T/2 T/2
a, =+ [t a, -2 [ f () cos2Dudt, b, = 2 [ t () sin2idt, n=12,.... )
T—T/Z T—T/Z T T—T/Z T

Jezeli funkcjaf(t) o okresi€T jest parzysta to nmima g przedstawd jako:
> 2m
f(t)=a,+ ) a,cos—t. 5
(t) =2, Z;, n COS— (5)
Jezeli funkcjaf(t) o okresi€T jest nieparzysta to moa jp przedstawd jako:

> . 2m
f(t) = —1. 6
(t) aﬁgansmT (6)

Funkcg u(t) nalezy przedstawd w postaci szeregu Fouriera.
Poniewa rozwazana funkcja jest parzystai(t)=u(-t) ) funkcja u(t) przyjmie posta

ut) =a, + Zan cosz?mt , gdzieay, a, wyznacza i z (4). PoniewaT=2rostatecznie otrzymamy:
n=1

u(t) =a, +ia cosnt, a, -1 ]I f(t)dt, a -1 ]‘7 f (t)cosht)dt, n=12,...
e 2 "ol

17 1% n« 1§ Vs
=— | f)dt=— [|t+= |dt+— || -t+=|dt=0
% 27T_-[T ® 271_”( 2] 27T'([[ 2)

m 0 m
a, =£J‘f(t)cos(nt)dt=lj t+ 7 cos(nt)dt+lj‘ —t+ cos@t)dt=gi(1—cosnrr)
m ml\ 2 b 2 7T n?

0

Jezeli n liczba nieparzysito: a, = iiz . Jezeli n parzyste toa, = 0. Ostatecznie otrzymujemy:
mn



u(t) :4(cost +i2cos3t +i2co§5t +j
s 3 5

Réwnanie (*) mana zatem napigadla kazdego ze sktadnikow povigzego szeregu:

2

aX) , 002%0) 4 o5y(t) = 4 cosnt, n=1,35.... @)
dt dt m

Zgadujemy postarozwiazania powyszego réwnania ediczkowego jako:

X, = A, cosnt + B, sinnt (8)

Obliczamy I i Il pochods z réwnania (8):

dx, _ d’x, 2 re

ot =-nA, sinnt + nB, cosnt, e =-n°A, cosnt—n“B, sinnt. 9

Wstawiapc (8) i (9) do (7) otrzymujemy:
(25-n%)B, - 002nA, =0

_aya = 4
002nB, + (25-n?)A, = —
mn
Stad:
2
425-n 008n
— — B _ 2\2 2
A =257 g . D= (25-n%)2 + (002n)?.
2 n 2
n“/H n“7/H
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Zad. 6. Napisz réwnanie kinetyczne fali o statym okresla.czym polega interferencja fal ? Co nazywamy fal
stojaca ?

Rozwiizanie

Zalézmy, ze dlat=0 fala jest opisana rownaniem:

y= Asin27ﬂ X Q)

gdzie:A — amplituda drga y — warté¢ wychylenia poprzecznegd,- diuga¢ fali.

Wartas¢ wychylenia y jest taka sama dla przemiesaczex+A4, x+24, itd.

Jezeli uwzgkdnimy przemieszczenie fali w czasie np. w praweezloscia v to rdwnanie (1) przyjmie posta

y= Asin27n(x —vt)
Okreseml nazywamy czas, w ktérym fala przebiega odlégtéowm jej dtugdici fali A., czyli:
A=VT, shd y= Asian{: —_:_j Z tego ostatniego moa wywnioskowa jak zachowuje si fala dla

ustalonegd i r6znegox, oraz ustalonegei réznegot.
W ruchu falowym wprowadzaedodatkowe wielkéci:

» Liczbe falows k: k = 27”

e Czestas¢ kotowa w w= 2?” .

Réwnanie fali mae mie& przyja¢ zatem nagpujaca postd:



y= Asin(kx— wt)

Interferencj g fal nazywamy naktadanieesiiwéch lub wecej cagow falowych

Rozwamy dwie fale o rownych estcsciach i amplitudach, biegne z  sam predkoscia w tym samym
kierunku, lecz o fazach zéiacych st o ¢.

y, = Asin(kx—ax)

Yy, = Asin(kx— ot + ¢)

Znajdzmy fale wypadkowe (korzystajc z zasady superpozycji):

y=y,+y,= Asin(kx— a1)+ Asin(kx— ak+ ¢) = A[sin(kx— a1)+ sin(kx— at+ ¢) . Poniewa

sing +sinf = Zsin%(a’ +[5) co%(a' - ) otrzymujemy:

y= A{Zsin(kx— at + ¢]c0%¢} = 2Acos£sin(kx— at + ¢]
2 2 2 2

Jezeli ¢=0 to fale st wzmacniag, jezeli natomiasip=180 to fale s¢ wygaszaj.

Fala stojaca to fala mogca powstd w osrodkach spgzystych o skéaczonych wymiarach np. nagy sznur
pomigdzy dwoma mocowaniami, metalowy eprzamocowany sztywno z jednej strony itp. W wyniku
pobudzenia takiegosmdka fala wzdha niego biegaca odbija si od granicy. Po kalym takim odbiciu fala
porusza s w kierunku przeciwnym. Zgodnie z zagaliperpozycji fale te sidodaj.

y, = Asin(kx—ax)

Yy, = Asin(kx+ ax)

Y=y, +y, = Asin(kx— a1)+ Asin(kx+ ax) = A[sin(kx— ax)+ sin(kx+ ax)]

y = 2Asinkxcosat

3r 5m 21T

Amplituda przybiera wartzi maksymalne2A w punktach dla ktoryctkx = X NEE Poniewa k = o

N Y

zatemx = %%% .... Punkty te nazywanes strzatkami. Amplituda przyjmuje minimalne waroi réwne
. A L34 51
zeru w punktach dla ktoryctkx=n,2n3n,.... Zatem x=§,/1,?,2/1,7,.... Punkty te nazywaneas

weztami.

Zad. 7. Jak zmienia siczestotliwos¢ fali akustycznej jeeli:

« Zrodio nie porusza sia obserwator zbia sk (oddala) do (odjrodta ze stat predkoscia Vo.

» Obserwator pozostaje w spoczynkgradio zbliza sk (oddala) do (od) obserwatora ze stadedkoscia V..
Zrodio i obserwator poruszegic wzdiuz taczacej ich linii prostej.
Rozwiizanie

Przypadek |. Jezeli obserwator pozostawatby w spoczynku to reje'gstrl;/% fal w przedziale czast (v:

predkos¢ dzwieku w powietrzu,A: diugas¢ fali). Jezeli porusza si w kierunku zrodta to odbiera onVTOt

dodatkowych fal w tym samym czasie Czstotliwoi¢ styszana przez obserwatora jest rowna liczbie fal
odbieranych w jednostce czasu, zatem:

vt vit

. + + .
fr=A . AV /]VO =t Y™V  Ostatecznief ' == (1+ Vojf . Jezeli obserwator oddalacsdd zrédia to:
v v

3]

Przypadek II. W przypadku ruchurédta w kierunku obserwatora mamy do czynienia ektefm skrécenia
diugdici fali. Jezeli czgstotliwosé fali wynosif a pedkosé¢ zrédtav,, to w czasie jednego okresu dfigarzesuwa
VZ

si¢ ono o odlegt& i kazda dtugdc¢ fali zostaje skrocona @ twiasnie wielkas¢. Std dtugas¢ fali docieragca

do obserwatora wyniesie:
/]I = l —_ Viz = V- VZ
f f

. Zatem:




f =YY=V ¢ Jeelizodo oddala s od obserwatora tof = V¢
A v-y, V+yv,

Zad. 8. Wyprowad wzér na rdwnanie zwierciadta vdstego.
Rozwi;zanie

Z twierdzenia o dwusiecznej trajia ABA’ wynika:

AO _AB

AO _ AB (1)
OA" BA

Z powyzszego rysunku wynikage:

AO=x-r, OA=r-y (2)
Zaktadajc, ze promienie g przyosiowe tzn. & S jest dostatecznie maty otrzymujemy:
AB=AC=x, BA=AC=y 3)
Wstawiapc (2) i (3) do (1) otrzymujemy:

X=r _ X

=== Xy—ry =rx—Xxy

r-y 'y

ry +rx =2xy /: xyr

1 1 2

— 4+ — =

X y r

Z ostatniego wynikaze dlax - o« (promienie biegaréwnolegle do gtéwnej osi optycznej) promienieqatbiciu
od zwierciadta przecinajsic w jednym punkcie:

2 r .1 2 . .
== y= 5 Przyjmupjc Pl otrzymujemy ostatecznie:
r

; =
1.1 . o .
—+—= T gdzief nazywamy ogniskiem zwierciadta.
Xy

Zad. 8. Wyprowad wzér na réGwnanie soczewki cienkiej.
Rozwi;zanie

Rozwamy tréjkat ABO.



sinb(ABQO) _ siny O(ABO) = 7—a

AC
Dla promieni przyosiowych (prawie réwnolegtych dg optycznej soczewkAB=AC. ZatemP:
sini—a) _ x+r
n-a) (1)
siny X
Analogicznie rozwzajac trojkat BOA' otrzymujemy:
sin(n -
-y _ Y @
sing y-r
Mnozac réwnania (1) i (2) stronami otrzymamy:
sing _ x+r 'y . sina _n, _
— = . Poniewa —— =— =n,, zatem
sing X y-r sing
n . .
2= xy7+ry. Z tego ostatniego ostatecznie mamy:
N, Xy—xr
N, ,m_N-Nn 3)

y X r
Korzystajc z tego ostatniego wyprowady wzor soczewkowy.

Napiszmy réwnanie (3) dla powierzchni kulistedla ktérej obraz znajdujeesiv A;.

N N _n—n 4)
X Y f
Napiszmy rownanie (3) dla powierzchni kulistggla ktérej obraz znajdujeesiv A.
_Mp T (5)
X Y Iy

Dodajemy rownania (4) i (5) stronami
1 1 1 1 1 1 o1 1 d .
n,|—-—1+n, —+§ = (n2 -n, ) =+ |. Poniewa IV =- < otrzymujemy
1

i X X hnn Y1 1Y1
d : : .
L LI nl[l + 1) = (n2 - nl)[1 +1j . Jezeli soczewka &dzie bardzo cienka w=0. Zatem
%Y1 Xy nn

nl()l( + 1j = (n2 - nl{l + 1J lub
y o

1.1 _(n, 1 1 o101 1 . .
+—=|—=-1| —+—|. Przyymupc — +— iy ostatecznie otrzymujemy
Xy

r'1 2

= &—1 l-{-i .
f n, R or,

Zad. 9. O ile przesunie sipromier $wiatla po przejciu przez szklam szyly o grubdci d, jezeli kat padania

wynosid.
Rozwiizanie



Oznaczmy przesugtie promieni jakox.

d
cosf

=cosf = z=

N X N

=sin(a—[3) = X= zsin(a—,B)

Wstawiapc (1) do (2) otrzymujemy:

X:dsin(a—,B) .

cosf

Korzystajc z prawa zatamantaviatta na granicy dwochsocodkow
sinag _ . sina
Snp n, = sing= -
oraz zalenosci trygonometrycznych:

sin(a - B) = sina cosB - cosarsin B, sin? B+ cos? B=1
ostatecznie otrzymamy:

cosa

x=dsing| 1-————| .
Jn% —sin’a

1)

()



